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Drei Vektorprodukte und und einige Bemerkungen zur Gleichung x? +1=0
Josef Lechner

In memoriam HANS-CHRISTIAN REICHEL

Zusammenfassung

Es gibt einige (mehr oder weniger isolierte) Themen der Schulmathematik, die ungeliebt sind und stark
vernachlissigt werden. Dazu gehdren etwa die verschiedenen Vektorprodukte, die Additionstheoreme fiir
Winkelfunktionen, die komplexen Zahlen oder algebraische Strukturen von Zahlenmengen bzw. Rechenobjekten. In
Schule kommt zumeist das Skalarprodukt, manchmal das (in der Physik so bedeutsame) Vektorprodukt vor, beiden
haftet etwas Fragmentarisches an. Wihrend das Ergebnis des Skalarprodukts von Dimension 1 und das des
Vektorprodukts von Dimension 3 ist, fehlt ein Vektorprodukt von Dimension 2. Dieses kommt zwar als Produkt
zweier komplexer Zahlen vor, wird aber selten bewusst als Vektorprodukt geschen. Das ist schade. Man verzichtet
dadurch auf viele Moglichkeiten der Veranschaulichung und auf viele Chancen tragfahige Grundvorstellungen - iiber
die bekannten hinaus — fiir komplexe Zahlen aufzubauen. An oben angefiihrter Gleichung soll exemplarisch gezeigt
werden, welche iiberraschenden und erstaunlichen Zusammenhinge sich ergeben, wenn (mangels Erfolg im R') die
Suche nach Losungen auf R? ausgedehnt und das auftretende Produkt als Vektorprodukt mit Dimension 2 gedeutel
wird.

1 Vektorprodukte

Die analytische Geometrie und insbesondere die Physik kommen nicht ohne Vektorprodukte aus. Dennoch
werden sie (zumindest im Schulunterricht) meist eher stiefmiitterlich behandelt. Dies v.a. deswegen, weil sie
isoliert im Unterricht auftauchen und so ihr innerer Zusammenhang nicht hergestellt. Weiters unterbleiben
wichtige Visualisierungen, die das Verstindnis dieser Materie erleichtern.

1.1 Das skalare Produkt und das vektorielle Produkt

Stellen wir zunichst die beiden Vektorprodukte einander gegeniiber. Fiir beide gibt es eine algebraische und
eine anschauliche geometrische (die aber in den Schulbiichern meist unterbleibt!) Definition.

Skalares Produkt Vektorielles Produkt
Algebraisch Definition: Algebraisch Definition:
- = a,b, — asb,
a-b=ab, +a,b, +ab, axb=|—(ab,—ab)
ab, — ab,
Geometrische Definition: B Geometrische Definition:
b -
| b
: : A=laxbl
| |
| B 151 -sina
o | a |
— : 4 _" a | a
|bl-cosa
a-b=lal-1b|-cos(<a,b) axb=lal-1bl-sin(xa.b)
BT 0% -  ___ laxb
=cos(Xa,b)=—=——-—= =sin(Xa,b) =—="—3

lal-1b] lal-1bl




Algebraische Eigenschaften:

Kommutativgesetz gilt
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Algebraische Eigenschaften:

,,Ant;q(omm_t_latixgesctz“ gilt

(1) a-b=b-a () axb=-bxa
Multiplikation mit Nullvektor Multiplikation mit Nullvektor
@ a-0=0 @  axo=o
Multiplikation gleicher Vektoren Multiplikation gleicher Vektoren
3) Zz-c_z=ax2+ay2+af=|c_1|2=c-12 3 axa=o
(4a)  Assoziativgesetz gilt nicht! (4a)  Assoziativgesetz gilt nicht!
a-(b-c)#(a-b)-c ax(bxc)# (axb)xc
(4b)  Assoziativ mit Skalar (4b)  Assoziativ mit Skalar
k-(a-b)=(k-a)-b=a-(k-b) @  k-(axb)=(k-a)xb=ax(k-b)
(4b)  Distributivgesetz gilt Distributivgesetz gilt
) a-(btc)=a-bta-c )  ax(btc)=axbtaxc
Orthogonalitit (nicht Nullteiler-frei) Parallelitit (nicht Nullteiler-frei)
® ab=0calb 6) axb=0&allb
@) Dimension beliebig D 3-Dimensional
Das Produkt @ - b ist fiir beliebig Das Produkt @ X b ist nur fiir
dimensionale Rdume definiert. dreidimensionale Riume definiert.

e

L=t

In der Gegeniiberstellung der Definitionen und der algebraischen Eigenschaften lassen sich einige weitere
interessante Beobachtungen machen:

» Wihrend die Dimension von a-b ist 1, liefert ist das Produkt axbein Ergebnis von Dimension 3.
+ Die Ergebnisse beider Vektorprodukte lassen sich aber auch als orientierte Fliicheninhalte interpretieren

Geometrische Definition: b Geometrische Definition:

Wenn & rechts von b= laxbl>0

Wenn &,B proj gleich orientiert=> a-b>0

Wenn @, b pro; entgegensetzt orientiert => a-b < 0 Wenn g links von b=>laxb1<0

« Beide Vektorprodukte liefern je eine Bezichung zur Bestimmung des eingeschlossenen Winkels
axb

lalibl

a-b .
O = arccos| ——— | bzw. & = arcsin

laldbl

i e e e e L om

RN VIR SUE P



e

= B0 =
DREI VEKTORPRODUKTE UND EINIGE BEMERKUNGEN ZUR GLEICHUNG x2+1=0

= = - - -2 =2
« Beide Vektorprodukte hingen iiber die Lagrange-Identitit (@ xb) +(a-b)’=a b

zusamimnen.
Bew.: Da cos2a +sin2a=1=lal*-151? cos2a+lal®*-1b1*sin2a =|al*-1b1?
b 23 25

« Mit Hilfe der beiden Vektorprodukte ldsst sich aber auch ein weiteres Vektorprodukt - das zur
Volumsberechnung sehr praktisch ist - definieren

o - ~ - | g b q
<ab,c>=a-(bxc)=b-(cxa)=c-(axb)=|a, b, ¢,
a by ¢

<a , E,E > beschreibt das Volumen des von 5, bund E‘aufgespanmen Parallelepipeds (Spat).

1.2 Das Kreisprodukt

Nach diesen einleitenden Betrachtungen wollen wir uns nun den Vektorprodukten in der Ebene zuwenden.
Unser Ziel ist es, ein Vektorprodukt fiir zwei Vektoren in der Ebene zu definieren, das (verniinftige)
algebraische Eigenschaften aufweist. Eine erste sinnvolle Forderung ist etwa die, dass auch das so definierte
Produkt wieder ein Vektor in der Ebene ist, in der die beiden Faktoren(vektoren) liegen.
Sowohl Skalar- als auch Vektorprodukt kommen dafiir nicht in Frage. Das Skalarprodukt liefert nur eine reelle
Zahl.

a |\ (b

. =a,b, +a,b,

a, |\ b

Mit dem Vektorprodukt sieht es dhnlich diister aus. Wollen wir das Vektorprodukt iiberhaupt ins Spiel bringen,
so miissen wir die beiden Ausgangsvektoren als Vektoren im R? interpretieren:

a ) (b 0 a ) (b a ) (4
a, X| b, |= 0 bzw. || @, X| b, |= |a,b2 . a2b1] bzw. || a, [X| b, || =ab, —ayb,
0 0 ab, —a,b, 0 0 0 0

Das Ergebnis ist hier ein Vektor der normal zu unseren Faktoren steht bzw. — wenn wir uns auf
Absolutbetrag oder besser noch auf die dritte Koordinate des Vektorprodukts beschranken - wieder eine reelle
Zahl. Also scheinbar beide Mal eine Fehlanzeige. Aber konnten wir nicht auf die richtige Fahrte kommen,
wenn wir beide Produkte zusammenfassen? Wir haben doch zwei reelle Zahlen, die sich als Koordinaten
eigenen konnten. Experimentieren wir einfach wenig. Versuchen wir es zuerst mit folgender naheliegender

- a-b
Definition: aeb:=| ,. _. |= aby+@,8 A
(a )(b)3 ab, —a,b,

Leider hat dieses Produkt eine unangenehme Eigenschaft vom vektoriellen Produkt geerbt: es ist nicht
kommutativ. Da solch ein Produkt auf Dauer doch ziemlich miihsam zu handhaben wiire, wollen wir uns nach
einer besseren Variante umsehen. Dazu gehen wir zur Polardarstellung iiber:

a) |E|-cosgoa :|5| cs@, ) 5 _ b |E|'COS‘P:, =|B| cosQ,

a= -
singQ, b, ]b‘ -sing, S

ay ’a| -sing,

Das Skalarprodukt liefert dann unter Zuhilfenahme des Additionstheorems fiir Winkelfunktionen
asb= al 'b| -(cos @, -cos@, +sin@, -sin@,) = lEI-'Bl- cos(Q, —®,) -
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Analog ergibt sich fiir die dritte Koordinate des Vektorprodukts

(axb) = |a |1_:-| .(cos@, -sing, —sin@, -cos@,) = |‘1H5l‘5i“(% -, .
Damit kénnen wir unsere urspriingliche Definition auch folgendermaBen anschreiben:

-
Definition: aeb = _a i’ ={a"b1+az'b2 =|a||5| C?S(‘P "‘Pb)]
\(aXb)J a-b,—a,-h sin(@, = 9,)

Was bedeutet ¢, — ¢, fiir die beiden Vektoren a und b ? Leider herrscht um den Winkelbegriff ein gewisse

Verwirrung. Einerseits gibt es den trigonometrischen Winkelbegriff. Hier fasst man den Winkel als
Mittelpunktswinkel eines Kreises vom Radius 1 auf und driickt ihn in Grad oder in der entsprechenden
Bogenlinge aus, er ist mod 360" bzw. mod 27 bestimmt. Dieser Winkel ist ein orientierter. Bewegt man sich
gegen den Uhrzeigersinn, so ist er positiv zu rechnen, bewegt man im Uhrzeigersinn, dann negativ.
Andererseits gibt es den eingeschlossenen Winkel. Dieser Winkel wird durch zwei Vektoren aufgespannt. Hier
liegt der Winkel stets zwischen 0 und T, ist also stets positiv.

Die Winkel @_,, sind - da wir von der Polardarstellung der Vektoren ausgegangen sind - klarerweise
trigonometrische Winkel. Fiir ihre Differenzen gelten dann folgende Zusammenhédnge:

Trigonometrischer Winkel Eingeschlossener Winkel
Po 2P, P, =9, 20 P =9, 20
¢a<(0b ¢a-(pb<0 ¢b_¢a>0

Wir sehen nun, woran die Kommutativitit scheitert: Obwohl die eingeschlossenen Winkel der beiden
Faktorvektoren jeweils gleich sind, ergibt sich dennoch jeweils ein anderer (trigonometrischer)
Differenzwinkel. Wiirden wir an Stelle der Differenz der beiden Winkel die Summe der Winkel verwenden, so
so wire uns sofort ein kommutatives Vektorprodukt sicher:

I5|.|El-cos(¢’a +§0b) = |{;|-|B|-(COS|;D“ -COS @, —sin 0, 'Sin¢a) =d, 'b! -a, 'bz
IEI-|E|-sin(fPa +<P¢,)=|5|.|5].(costpa .sin@, +sin@, -cos,)=a, ‘b, +a, b,

Auf Grund ihrer geometrischen Definition wollen wir diese Verkniipfung Kreisprodukt nennen.

Algebraische Definition: ach
= = ab, —a,b
aob:=| '+ 7
a,b, + a,b,

Geometrische Definition:

= P |‘—1”5| cos(@, +¢,)
' sin(@, +9,)

Das Kreisprodukt ist nicht nur kommutativ, sondern besitzt durchwegs sehr angenehme algebraische
Eigenschaften. Insgesamt bilden die Vektoren der Ebene zusammen mit der Vektoraddition und dem
Kreisprodukt einen nicht-geordneter Kérper.
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Algebraische Eigenschaften

Fiir alle Vektoren

= e = . Addition (Kreis-)Multiplikation
a, b, ¢ der Ebene gilt:
pageRiskel a+b eindeutig und wieder aoh eindeutig und wieder Vektor der
Vektor der Ebene Ebene
Kommutativgesetz S gw e e e e e
2 a+b=b+a acb=boa

Assoziativgesetz

(a+b)+c=a+(b+c)

(ach)oc=ao(boc)

Existenz eines neutralen Y R _ 1
Elements a+5:a acl=a,mit 1:=
0
Existenz eines inversen a
Elements - 1 -
- - - 2 el S ] a” +a,
a+(-a)=o0 acaq =1.mta =
a,
a’+a,’
Distributivgesetz S e
g (a+b)oc=aoc+boc
Einselement -
& o#1

« Einbettung der reellen Zahlen - die zweite reelle Achse
Weiters kénnen wir jede reelle Zahl als eine Element der Vektoren auffassen, wenn wir folgende

Identifizierung vornehmen: r = _Wir betten damit den reellen Zahlenstrahl in eine Zahlenebene ein

bzw. umgekehrt betrachtet: Die reellen Zahlen R' werden damit zu einer (geometrisch gesehen
zweidimensionalen) Menge R2, wobei aus dem Punktprodukt das Kreisprodukt wird. Dies ermoglicht es
uns, Probleme anzugehen und zu verstehen, bei denen wir bisher gescheitert sind. Was wir gewonnen
haben, ist nimlich ein zusitzlicher Freiheitsgrad, denn wir nun ausspiclen wollen.
Die Zahlenmenge R? mit Kreisprodukt ist ,,abwirtskompatibel”

r s r+s r § r-s

= o =

+
0) {0 0 0)10 0

D.h. also wir kénnen siamtliche Rechenoperationen des R' auch als Rechnung im R? deuten - was ja Sinn
jeder derartigen Einbettung ist.

Um den zweidimensionalen Charakter unserer neuen Rechenobjekte besser zu betonen, soll im Folgenden -

so wie bisher - der Schreibweise x= der Vorzug gegeben werden. Natiirlich ldsst sich statt mit

Xy

Vektoren auch mit Punkten arbeiten. Wenn wir dies tun, soll aber nicht die Spaltenschreibweise
aufgegeben werden, sondern der Wechsel in der Interpretation durch die Verwendung der Schreibweise
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' | Da der Unterschied nur in der Interpretation liegt, kdnnen wir (rein formal) auch schreiben
X,

=

O
: =

Z:

« Um Missverstindnissen vorzubeugen: Es soll hier vermieden werden, die beiden Achsen mit x und y zu
bezeichen. Wir sprechen einfach von 1. und 2. Achse. Weiters soll vermieden werden, die 2. Achse als
imaginire Achse zu bezeichnen. Das wiirde die Sache nur unnétig mystifizieren. Und schlieBlich soll
(vorliufig) vermieden werden, das Symbol i ins Spiel zu bringen - sofern nicht wirklich eine Notwendigkeit
dafiir besteht (und die wird lange nicht bestehen).

2 Reelle Gleichungen mit Kreisprodukt

Wir wollen nun - exemplarisch - ein Beispiel betrachten, das innerhalb der reellen Zahlenmenge zu keiner
zufriedenstellenden Losung fiihrt wo also die Suche nach Lésungen im R'scheitert. Ublicherweise steht dieses
Beispiel am Beginn eines Abschnitts iiber komplexe Zahlen und wird etwa folgendermaBen behandelt:

X +1=0= x2=—1:xm=i\/—_l

Daraufhin wird ein Symbol i (das mehr oder weniger direkt vom Himmel fallt) ins Spiel gebracht, von dem
postuliert wird, dass i2 = -1 sein soll. AnschlieBend werden komplexe Zahlen definiert mit denen dann ein
wenig gerechnet wird. Ein Verstéindnis fiir komplexe Zahlen wird auf diese Weise m.E. aber von vornherein
ausgeschlossen (oder zumindest sehr erschwert). Es miisste aber nicht so sein. Da eine Losung dieser
Gleichung in R' offenbar nicht moglich ist, wollen wir die Gleichung im Zahlenraum R? betrachten.
Interpretieren wir dazu die Gleichung als Gleichung im R2 mit Kreisprodukt:

X +1=0
xox+l=o0
% (R, 1 i 0
%, | \ % 0 0
x’-x, 1) (0
2x,%, 0) {0
x -x'+1) (0
2x;x, 0

Um zu Verstehen was die letzte Zeile bedeutet, wollen wir einige Visualisierungen, die uns die neuen
Technologien zur Verfiigung stellen, nutzen.

(1) Visualisierung mittels dynamischer Geometrie-Software: Bekanntlich kénnen Abbildungen vom R? in den
R? (mangels 4-dimensionalem Vorstellungsvermdglichen) nicht dargestellt werden. Wir sind also auf anderer
Methoden angewiesen, um zu Visualisierungen zu kommen. Hier kommen die neuen Technologien ins Spiel.
Eine bekannte (aber in der Schule viel zu wenig geniitzte) Methode besteht darin, mit zwei Zeigern zu arbeiten
und sich anzusehen, wie der Punkt auf den der Argumentzeiger gerichtet ist, durch die vorgegebene Abbildung

(in unserem Beispiel also xox+1 ) auf den Wertepunkt, auf den der Wertezeiger gerichtet ist, abgebildet
wird. Wir kénnen die Methode verbessern, wenn wir den Zeiger gewisse Kurven (die wir uns beliebig
vorgeben kénnen) durchlaufen lassen und dabei jeweils die Spuren aufzeichen. Wir sehen schon nebenbei, dass

0

nur wenn der Argumentzeiger die Stellen bzw. durchlduft, erreicht der Bildzeiger den Ursprung.

SchlieBlich konnen wir die Kurven als solche abbilden (Abb. 1) und daraus das lokal das Verhalten unserer
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beide Landschatten Meeresspiegel 0 habe




. o o Tiinkts ( ) = v* 41 hetra .
Beide Funktionen zusammen zeigt Abb.3. Das ist 2is¢ die Funktion f‘\x; = x" + | betrachtet bzw. erweitert
auf die Ebene mit Xreisprodukt, Man bend

- O PR L e TR,
um sie darsteller zu k&nnen.

Wir sind aber gar nicht so sehr an den Funktionen, sondern gemiB obiger Gleichung an ihren gemeinsamen
Nullstelien interessiert. Es ist in DERIVE nicht allzu schwierig, diese Nullstellenkurven zu zeichnen. Man
erreicht dies einfach indem man die entsprechenden parametrisierten Kurven zeichnen lédsst. Diese erhiit man
durch Null-Setzen der entsprechenden Koordinatenfunktionen

.. |
#1 InputMode := Word E
x1
2 2
#2 SOLVE(x1 - x%x2 + 1 = 0, x2) i
2 2
#3: x2 = - y{x1 + 1) v x2 = y(x1 + 1)
T }
:FJ' '_:n \'II\: T 1'1 g_
[ 2 ] |
%5 £ — Af{t ¥ 1}, G} '
#6: SCLVE(Z.x1.x2 = 0, x2) i
i
#7: %2 =0 v x2 =0 |
|
5 Fi. A @ ?
#0 Ity @5 ¢ |
#3 [0, &, 0] Abd, 4 -
(0 ([ 0)
Die beiden Nullstellenmengen bilden eine Hyperbel bzw. ein Kreuz. Nur zwei Stellen | und | !

)™ (=)

gehdren beiden Mengen an. Das sind unsere gesuchten L8sungen (Abb. 4).

r sehen die Verhilinisse noch deutlicher, wenn wir an Stelle der Funktionen » und v {aus denen sich

n

J zusammensetzt) den Absolutbetrag von f betrachten. Dort wo # und v gemeinsame Nullstellen haben,

b3l o £, -~
muss ja auch die Betragsfunktion I'f (x)' :’J (x)+v*(x) ihre Nullstellen besitzen,
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2

Abb. 5: | F(x) 1= (35 — x,% +1)? - (2,x,)?

Im Weiteren soll noch der Zusammenhang mit der urspriinglichen Funktion f(x) = x? + 1 und der

S =% =
Funktion f(x)=x +1 gezeigt werden.

£

Abb.6: Die Erweiterung der Funktion f(x) =x2+ 1 von R' in die Menge R? mit Kreisprodukt'

Wir erahnen in diesem ersten Beispiel auch sehr schon die ,,wahre Gestalt* der Funktion f(x)=x%+1.Da wir
nicht 4 Dimensionen zum Zeichnen zur Verfiigung haben, kénnen wir uns im 3-Dimensionalen mit zwei
Funktionen in zwei Unbekannten helfen. (Es ist &hnlich wie ein 3D-Film: durch Projektion zweier 2D-Filmtsile
und einer geeigneten Brille wird ein 3D-Eindruck realisiert. Hier haben wir sozusagen die 3D-Projektionen
eines 4-dimensionlen Gebildes. Es fehlt uns ,,nur* die entsprechende , Brilie“, die aus den zwei 3D-Fléchen
eine 4D-Fliche hervorzaubern kénnte.)

Die urspriingliche Funktion sehen wir iiberdies als Schnittkurve der 1. Teilfunktion % (x) mit der Ebene iiber

der ersten reellen Achse. Dass die Gleichung x° + 1 = O keine Lésungen liefert, wenn wir fiir x nur die
Menge R' zulassen wird nun auch klar, wenn wir sie vollsténdig zeichnen. Wir haben einfach nur eine

' Die linke Grehik wird in Derive einfach durch Angzbe der parametrisierten Kurve [ t,0, t4+1] erzeugt,
die griine Ebene kbnnen wir unmitielbar nach Eingabe von x,= 0 plotten.
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Abb. 7: Die Einschrinkung auf R' wiirde der Funktion ?(}) Gewalt antun.

Soweit zum ersten Beispiel. Wir konnten natiirlich nun daran gehen, weitere Gleichungen nach dieser Methode
zu betrachten und zu I8sen. Die wesentlichen Dinge haben wir aber hier schon gesehen. Aus Zeit- und
Platzgriinden soll mit diesem Beispiel das Auslangen gefunden werden. Statt dessen wollen wir uns nun die
Srweiterungen der wichtigsten (schulmathematischen) Funktionen ansehen.

3 Erweiterung von Funktionen auf die Ebene mit Kreisprodukt

Wie sieht es nun mit der Fortsetzung von R’ in R2 bei anderen Funktionen aus?

3.1 Potenzfunktionen und Polynomfunktionen

Hier sind keine ernsthaften Probleme zu erwarten, da sowoh! die Multiplikation mit einem Skalar als auch cas
Potenzieren als iterierte Kreisproduktbildung definiert sind. Sechen wir uns einfach einige Beispiel an. Es

werden jeweils die Funktion f(z) (mittel der beiden Teilfunktionu(x,, x,) (blau) und v(x,x,) (rot) ) und die

Betragsfunktion | f(z) | (grau) wiedergegeben.

Abb.8: Die Funicien f(zj =z
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:llen der wei : en Funktionen bedienen wir uns der beiden Funktion CP (Circle Product) und CP!
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~ - s -y - -
B fy ¥ = ! [} - W ¥ (A ) - F «W |
#1 1L 22 3 2 @Y
e — o e [ r 1 J r 3 r S | -
=3 N8 Lol = [} |38 8 B = o) = v mn -
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Des erste Modul ist nur die Ums ng der Definition des Kreisprodukts in Derive, das zweite Modul ermitteit

ClSWC stnurgle Lm -b-v-..-\.n..n

lterativ den gewiinschien Funktionswert.

|FL S\z) = CZP=2(z, Z)
[ 2 2 ]
FL flz) = (®1 - x2 , 2.-%x1.%2]
2 2

Abb.9: Die Funktion f(z) = z2

3.2 Inverse Funktion, Potenzfunktionen mit negativen Exponenten, rationale Funktionen

|
(% |
Das folgende dritte Modul ermittelt das Inverse zu Z = x=| " .l =% =
|
\

Abb.10: Die Funltionf(z) = 1/z
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3.3 Exponentialfunktion und trigonometrische Funktionen

Um zu einer sinnvollen Erweiterung (Definition, Neudefinition) der Exponentialfunktion und der
trigonometrischen Funktionen Sinus bzw. Cosinus zu kommen, ist es erforderlich, ein wenig auszuholen.

X2

%
Exponentialfunktion e’ = e[ ]

Wie kénnen wir diesem Ausdruck sinnvoll definieren? Beweisen wir dazu zuerst folgenden

0
[IJ _[cosx,

. (,.Verkleidete Eulersche Formel™)
Sin x2

Satz: e

Beweis: Nun, wir konnen (rein formal, d.h. es soll von Konvergenziiberlegungen abgesehen werden) die
Potenzreihe bilden, wobei als Produkt jeweils das Kreisprodukt verwendet wird.

wo i

Damit ergibt sich sofort

[§]=~10"10°10‘10210’10“10
/=)y — foiee + +
1! x, 2! x, 31 x, 4!\ x, 5! x,

,‘=0£! JC2 _a x2
1y 1(0) 1(-x*) 1( O (=] L0
= A== = = 3, == —| 5 |-
o 1lx, | 2! 0 | 3-x") 4 0 ) Sx
l_££.+x2_
_ 2! 4! _[cosx,
xz_x; £ _ sin x,
31 5!

% )
Damit erhalten wir auch sofort einen Ausdruck fiir e’ =e[chq _ Wir brauchen nimlich nur mit e" zu

multiplizieren. (Wir setzen hier die Rechenregeln fiir Exponentialfunktionen als in den R? mit Kreisprodukt
iibertragbar voraus.)

BN R LA
e()'exz :exl‘exz =ex]. xzze‘cosxz

: o -
sin x, e’ -sin x,

o

[-:I ] COs ‘-CZ
L 1 - e-‘z ) )
Sin /rz

dabei auch unmittelbar, dass die Exponentialfunktion entlang der zweiten Achse periodisch sein muss.

Damit haben wir also mit €° = € die gewiinschte Bezichung gewonnen. Man erkennt
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Abb.11: Die Funktion f(z) = exp(z)

In analoger Weise kénnen wir auch Beziehungen fiir die Sinus- und die Cosinusfunktion gewinnen (siche
Anhang).

3.4 Logarithmusfunktion

Die Logarithmusfunktion ist jene Funktion, die den Exponenten angibt, mit dem eine bestimmte (vorgegebene)
Basis potenziert werden muss, um das Argument x zu erhalten. Versuchen wir diese Definition einfach im R2
zu interpretieren. Es muss also gelten
Wi )
1 z Z W
e"=z¢>1nz=wbzw.e[“h ={ " |lemh| "=
%) 2 w,

Mit obigem Satz erhalten wir (unter der Voraussetzung der Ubertragbarkeit der Rechenregeln fiir den

Logarithmus):
cosQ [0\-
[lez’zl.[ ) J:Iz[.e%
43 sIng

. =1n|z|-e[2J=1n|z|+ 0)_(In A oL Inlg]
: o 0 j o) | o

Ublicherweise bezeichnet man den Winkel @ mit -z < @ <7 als Arg(z). Da dieser Winkel aber nur modulo
2T bestimmt ist, setzen wir arg(z) = Arg(z)+2m -k mit k€ Z Damit haben wir auch eine

brauchbare Definition fiir den Logarithmus von z =
X

Ioglz[
arg z

Diese Funktion ist — da arg z unendlich viele Werte annimmt (je nachdem wie oft 2 7 addiert oder subtrehiert
wird) — unendlich-deutig.

Definition: Die Funktion In z := ist die Logarithmusfunktion fiir R? mit Kreisprodukt.

r.._ 2 2 n+SIGN (x2) [ %1 })]
#1: LOG_z(x1, x2) := [IN((x1 + x2 )), ZE‘Ix2 # 0, - ATMJL -
|
\

|
L




Abb.12: Die Funktion f(z) = In(z) (Hauptzweig)

Sehen wir uns einige Blitter des Logarithmus nebeneinander an. Die Unterschiede finden sich ja nur in der

Teilfunktion v(x1,x2).

Abb.13; Drei Blitter der Funktion f(z) = In(z)
(Hauptzweig-orange, Zweig-27-griin, Zweig+27-gelb)

3.5 Aligemeine Potenzfunktion

Mit Hilfe der Logarithmusfunktion sind wir nun auch in der Lage, eine allgemeine Potenzfunktion zu

definieren, mit der wir beispielsweise Wurzeln berechnen kdnnen. Wir vewenden dazu die Beziehung

R
Zu - eu-tnz = Up )\ 2rgz

Die Definition der Quadratwurzel ergibt sich dann mit

1 I-In [
Jz=gt=e =3L°,
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Da nur k € { 0,1 } sinnvoll ist (jedes andere k ergibt ein zu 0 oder 1 gleichwertiges Argument), erhalten wir
also als Wurzelfunktion eine zweideutige Funktion.

Damit sind wir in der Lage, auf einem anderen Weg zu einer Losung der Gleichung X+1=0z gelangen.
Wir kénnen nun wirklich so vorgehen, wie dies in der Schule zumeist versucht wird:

X+1=0
xt=-1

mitk € { 0,1 }

4 Komplexe Zahlen

Was wir bisher getan haben ist - bis auf den Einsatz einiger Visualisierungen - natiirlich nichts Neues. Es
wurden lediglich die komplexen Zahlen in etwas anderer Notation verwendet.

_}__ X ™ + 0 _|& & 0 . X2 | g
T Tlo Tl STlo Tl Slo TR
f(z)=f[: :(u(x],xg)w=[u(x3x2)]+[0] (v(xl,xz)]zu(z)+i_v(z)

v(x,x,) 1 0

Re(z)
Im(z)
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Resumee:
« Die allzu rasche Einfiihrung der imaginiren Einheit i behindert ein Verstehen dessen, was i bedeutet und

welche Zusammenhiinge mit i (in der Schule) verbunden sind.

« Mathematische Werkzeuge kénnen sehr gute Dienste bei der Visualisierung grundlegender mathematischer
Konzepte leisten. (Dies sollte man sich nicht entgehen lassen, wenn man im Unterricht auf der Hohe der
Zeit sein will).

+ Der Zugang iiber Vektoren erméglicht ein besseres Aufzeigen und Herstellen von Zusammenhingen
(Vektorprodukte-Additionstheoreme-Gleichungsldsen-Erweiterung von Zahlenmengen und Erhaltung der
Rechenoperationen - algebraische Strukturen- Fuktionenlehre).

Anhang: Einige Beziehungen in der Menge der Vektoren mit Kreisprodukt

oFEHNE) e

0

cosx. ( ]

(3)e(&]=e‘1- T =gt e\
sin x,

p— X ) _ co.sh % - ccjs X, - % _ c:ash X, -sin x,
x —sinh x, -sin x, X sinh x, - cOs X,

2

Xl 0\
(6) e[‘z]=cos x1]+[ osin[%]
b 1 X

/

3\
lo lo
(7) In % = g{x;,_ = g|z| mit arg(z) =@ +27 -k und g mit-r<@<7w
X arg z
?
(8)
Uy ln|z| u -1nlz}—u2-argz
u _ g _ uinz _ [“2 ansz) _ [ui'afszﬂ:"nl"-l] _uyln|g-uy-argz cos(ul -argz+u, -ln|z|)
Zz =eé =ée =é€ =€ =g . )
sin(u, -arg z +u, -lnlzl)
- il . 1nf cos(u, -arg z)
(8a)Sei u=| |=z"=€""":| |
0 sin(u, -arg z)
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